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Vorwort

Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit einer Konstruktion von H. Niederreiter
und C. Xing fiir lineare Codes ([4]) und der Verallgemeinerung und Vereinfachung dieser
Konstruktion durch F. Ozbudak und H. Stichtenoth ([10]).

Wendet man die Konstruktion von Niederreiter und Xing auf einen gegebenen linearen
Code an, so erhilt man einen neuen lingeren Code gréflerer Dimension. Dabei sind drei
Parameter frei wéhlbar (bzw. ein Parameter im bindren Fall), so dal man eine ganze
Familie von Codes bekommt. Bei ihrer Konstruktion benutzen Niederreiter und Xing
(verallgemeinerte) geometrische Goppa Codes. Diese groe Klasse von Codes wird mit Hilfe
algebraischer Funktionenkorper iiber endlichen Kérpern konstruiert und enthélt Codes, die
lang sind und fiir die man eine gute untere Abschitzung des Minimalabstandes angeben
kann. Insbesondere letzteres ist bisher nur fiir sehr wenige Klassen von Codes moglich
(BCH Codes, klassische Goppa Codes und quadratische Reste Codes; siehe [1], [3]).

Auch Niederreiter und Xing geben fiir ihren Code eine untere Schranke des Minimalab-
standes an, welche eine gute Abschétzung liefert, wie man z.B. in Abschnitt II1.3 Beispiel
2 sehen kann. Ferner zeigen Niederreiter und Xing, dal man mit ihrer Methode viele
optimale Codes konstruieren kann.

FEine einfache Weise, aus gegebenen linearen Codes einen ldngeren Code groflerer Dimension
zu konstruieren, ist das direkte Produkt zweier Codes (siehe [1, chapter 18]). Tatséchlich
zeigen Ozbudak und Stichtenoth in [10], da die Konstruktion von Niederreiter und Xing
ein Spezialfall einer Konstruktion ist, die man als (verallgemeinerten) Produktcode auffas-
sen kann. Sie kommen dabei mit sehr viel einfacheren Hilfsmitteln aus als Niederreiter und
Xing. Insbesondere werden in [10] keine algebraischen Funktionenkérper benétigt, sondern
lediglich Kenntnisse der linearen Algebra. Ferner existieren bei der Methode von Ozbudak
und Stichtenoth noch mehr Moglichkeiten bei der Auswahl der drei bei Niederreiter und
Xing frei wahlbaren Parameter, so dafl sich deutlich mehr (optimale) Codes konstruieren
lassen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

Im ersten Kapitel kldren wir die in dieser Arbeit verwendeten Begriffe und Definitionen
aus der Codierungstheorie und der Theorie algebraischer Funktionenkorper und zeigen
am Beispiel der geometrischen Goppa-Codes einen Zusammenhang zwischen Codes und
algebraischen Funktionenkérpern auf.



Im zweiten Kapitel betrachten wir die Konstruktion von Niederreiter und Xing.
Diese stellen einen linearen [n, k, d]-Code C' als verallgemeinerten geometrischen Goppa-
Code iiber einem Funktionenkorper F/IF; mit mindenstens n rationalen Stellen dar.
a h,r,s € Z mit 2 < h<gq 1 <7r <h, 0<s < r betrachten sie dann eine
algebraische Erweiterung F von F und konstruieren mit Hilfe der Fortsetzungen von
den n rationalen Stellen in E einen [hn, k(s + 1) + r — s]-Code mit Minimalabstand
> min{(h — s)d, (h —r)n}.

Im dritten Kapitel stellen wir zuerst die Konstruktion von Ozbudak und Stich-
tenoth vor. Diese gehen von einem linearen [m, k, d]-Code C, welcher Untercodes
C1 C Oy C ... C(Ck = C enthilt, und von k linearen Codes W1, ..., Wy der Linge n aus.
Sie betrachten dann n x k Matrizen, deren j-te Spalte (1 < j < k) ein Element aus W ist,
und multiplizieren diese Matrizen mit einer gewissen Erzeugermatrix von C. Die Menge
der resultierenden Matrizen bilden einen [mn, 25:1 dim(W;)]-Code mit Minimalabstand
> min{d(W;) - d(C;) | 1 < j < k}. Im dritten Kapitel zeigen wir anschlieend, daf8 die
Konstruktion von Niederreiter und Xing wirklich ein Spezialfall dieser Methode ist, und
belegen durch Beispiele, dal man mit der Methode von Ozbudak und Stichtenoth (bzw.
von Niederreiter und Xing) optimale Codes konstruieren kann.

Im Anhang A werden wir zu vorgegebenem ¢ die Existenz eines Funktionenkorpers
F/IF, mit beliebiger Anzahl rationaler Stellen zeigen, welcher fiir die Konstruktion des
verallgemeinerten algebraisch-geometrischen Codes benttigt wird. Niederreiter und Xing
verweisen dafiir auf die asymptotic theory rationaler Stellen eines Funktionenkorpers
F/IFy (2, V.3]). Diese setzt allerdings groes Wissen iiber algebraische Funktionenkorper
voraus. Wir geben ein Beispiel eines Funktionenkorpers mit beliebig vielen rationalen
Stellen an und priifen seine Figenschaften mit weitaus einfacheren Mitteln. Anschlieend
bestimmen wir das Geschlecht des Funktionenkorpers.

Anhang B hat keinen direkten Bezug zu den vorangegangenen Kapitel. Es wird hier
aber ein nettes Beispiel fiir die Verwendung der Codierungstheorie vorgestellt. Es geht
dabei um ein Spiel, bei dem n Spieler jeweils entweder einen roten oder einen blauen Hut
- die Verteilung ist dabei gleich - auf dem Kopf tragen und versuchen miissen, die Farbe
ihres eigenen Hutes richtig zu tippen. Das Spiel ist gewonnen, wenn mindestens einer richtig
tippt, und kein Spieler falsch tippt. Benutzen die Spieler Hamming-Codes, so haben sie fiir

n

den Fall n = 2 — 1 eine Gewinnwahrscheinlichkeit von R



Kapitel 1

Grundlagen der Codierungstheorie und der
Theorie algebraischer Funktionenkorper

Dieses Kapitel dient in erster Linie dem Verstdndnis der nachfolgenden Inhalte. Es wird
zuerst eine Einfiihrung in die Codierungstheorie und ihre Begriffe gegeben. Danach werden
wir kurz die grundlegenden Definitionen der Theorie algebraischer Funktionenkorper kléren,
die wir fiir diese Arbeit bendtigen. Wir werden in diesem Kapitel auf Beweise der Ergebnisse
weitgehend verzichten, um dieses Kapitel nicht zu umfangreich werden zu lassen. Beweise
und genauere Ausfithrungen zu beiden Themen findet man in [1], [3] bzw. [2].

I.1 Codes

Wir bezeichnen mit I den endlichen Kérper mit ¢ Elementen, und mit Fj' den n-
dimensionalen Vektorraum, dessen Elemente n-Tupel a = (aq, ..., a,,) sind.

Definition 1.1.1 Eine Teilmenge () # C C IF}* heifit Code der Linge n (iber IFy). Die
Elemente ¢ € C heiflen Codewdrter. Falls C < IF" ein Untervektorraum ist, heifit C' linearer
Code der Liange n. Ist k : = dimp, (C), so wird C auch als [n, k/-Code iiber IF, bezeichnet.
Wir werden uns im Folgenden ausschliefSlich mit linearen Codes beschéftigen, die wegen
ihrer Struktur grofie Vorteile gegeniiber nichtlinearen Codes besitzen, und deshalb in der
Praxis auch die am héufigsten verwendeten sind. Es hat sich gezeigt, dafl man ebenso gute
lineare wie nichtlineare Codes konstruieren kann.

Definition 1.1.2 Fiir a,b € I}, etwa a = (a1, ...,an) und b = (b1, ..., b,), heifit
d(a, b) = #{l | a; 75 bz}

der Abstand (oder Hamming-Distanz) von a und b. Das Gewicht von einem Element a € I
wird durch

wt(a) : = d(a,0) = #{i | a; # 0}

definiert. Man kann leicht sehen, dafl die Hamming-Distanz d eine Metrik auf F7' ist.
Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung d(a, c) < d(a,b) + d(b, ¢) fiir alle a,b,c € I
Sei C C IF! ein Code mit dim(C) > 1. Dann heifit

d(C) :=min{d(c,c) | e,d € C, c # '}

9
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der Minimalabstand von C. Fir C = {0} (d.h. dim(C) = 0) setzt man d(C) : = 0. Wegen
d(a,b) = wt(a — b) gilt

d(C) = min{wt(c) | 0 # c € C}.
Ist C ein [n, k]-Code und d = d(C) der Minimalabstand von C, so bezeichnet man C' als
[n, k, d]-Code. Dabei heilen n, k, d die Parameter von C.

Definition 1.1.3 Fiir ¢ > 2, 7 > 0 und 2z € I sei B,(2) C IF} die Kugel vom Radius r
mit Mittelpunkt z (bzgl. der Metrik d). Ein Code C' heift e-fehlerkorrigierend, wenn gilt:
Sind ¢, € C und c¢#£(/, so folgt Be(c) N Be(c') = 0.

Ist C ein [n, k, d]-Code, so kann C' bis zu L%J Fehler korrigieren.

Man kann einen linearen Code C' auf einfache Weise beschreiben, indem man eine Basis
von C' (als Vektorraum tiber IF,) angibt.

Definition I.1.4 Sei C ein [n, k, d]-Code iiber IF, wobei k > 1. Eine k x n-Matrix iiber
IF, heifit eine Erzeugermatriz von C, wenn die Zeilen von G eine Basis von C' bilden. Ist G
eine Erzeugermatrix von C, dann gilt

C = {(ul, ,uk) -G | Ui € Fq}.
Da die Zeilen von G als Basis von C linear unabhéngig sind, gilt rg(G) = k.

Eine weitere einfache Beschreibung eines linearen Code C' liefert

Definition I.1.5 Ist k£ <n, so heifit eine Matrix H € Mat(n —k,n; IF;)) eine Kontrollmatriz
fir C, falls
C={uluelF} H- u =0}

ist. Dabei gilt stets rg(H)=n—dim(ker H)=n—dim(C)=n — k. Somit sind die Zeilen von H
ebenfalls linear unabhingig und H stellt eine Erzeugermatrix eines Codes (i.a. # C') dar.
Dies liefert die folgende

Definition 1.1.6 Sei C ein [n, k]-Code iiber IFj,. Dann heifit
ct:= {ue F} |[< u,c>=0}

der duale Code zu C (dabei ist < x,y >:= " | z;y; das kanonische Skalarprodukt auf F?
fir 2 = (x1,...,2,) und ¥y = (y1,...,Yn)). Aus der Definition sehen wir, da8 Lange(C+)=n
gilt. C heiBt selbstdual, wenn C = C* ist.

Satz 1.1.7 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien die gleichen wie oben. Dann gilt
i) dim(C+) =n—k
i) (CHt=C

iii) Eine Matrix G € Mat(k x n) ist genau dann eine Erzeugermatrix von C, wenn G
Kontrollmatrix von C* ist.

iv) Eine Matrix H € Mat(n — k x n) ist genau dann eine Kontrollmatrix von C, wenn H
eine Erzeugermatrix von C ist.
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Definition 1.1.8 Sei C < IF} ein [n, k, d]-Code.

1. Dann nennt man

n+1
C o= {(C1 s ncnir) € FIF | (e1,00) € G, e = 0}
i=1

Erweiterung von C. C ist ein linearer Code mit den Parametern [n + 1, k, ], wobei
d<§<d+1.Ist ¢ =2 und d ungerade, so ist C' ein [n + 1, k,d + 1]-Code.

2. Sei n > 2. Dann heif3t
Oi = {(Cl, ey Ci—1, Cit 1, ...,Cn) S Fqn_l | (Cl, ey €1, 0, cip1, ...,Cn) S C}

Verkiirzung von C' (an der Stelle i) und ist ist ein [n — 1,k — 1, d’]-Code mit d’ > d.
Verkiirzt man den Code C an einer Stelle, an der ein minimalgewichtiges Codewort
von C einen Eintrag Null besitzt, dann gilt d’ = d.

Ziel in der Codierungstheorie ist es, gute Codes C zu finden. C soll viele Fehler korrigieren
konnen (d.h. d(C') soll grof} sein). Zudem sollen viele Informationen versendet werden, wobei
man gleichzeitig den Aufwand des Codierens klein halten will (d.h. die Informationsrate %
soll grof sein). Diese Aussagen stehen jedoch im Widerspruch zueinander (denn je grofier
k=dim(C) ist, desto mehr Elemente enthilt C; dadurch wird aber der Minimalabstand d(c)
zwischen diesen Elementen kleiner). Es gilt z.B.

Satz I.1.9 (Singleton-Schranke). Fiir einen [n, k, d]-Code ist
E+d<n+1.

Und es gibt noch viele weitere Schranken, die auch von ¢ abhéngen, u.a.

Satz I.1.10 (Griesmer-Schranke). Fiir einen [n, k, d]-Code tiber IF gilt

E
—_

2

n>>»|

i
o

I.2 Grundbegriffe der Theorie algebraischer Funktio-
nenkorper

Definition 1.2.1 Sei K ein Korper. Ein algebraischer Funktionenkérper F/K (einer Va-
riablen) tber K ist eine Korpererweiterung F'2 K derart, daf§ F' eine endliche algebraische
Erweiterung von K (z) fiir ein transzendentes Element x € F' ist.

Im weiteren meinen wir mit F'//K stets einen algebraischen Funktionenkérper.
Definition I1.2.2

K :={z € F | z algebraisch iiber K}

heifit der volle Konstantenkérper von F'/ K. Da Summe, Produkt und Inverse algebraischer
Elemente wieder algebraisch sind, bildet K wirklich einen Koérper. Es gilt K C K C F.
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Definition 1.2.3 Ein Bewertungsring von F'/K ist ein Teilring O C F mit:
i) KCOCF
i) 2ze FAN2¢ 0= 2z€ 071
Proposition I.2.4 Sei O ein Bewertungsring von F//K. Dann gilt:
i) O ist ein lokaler Ring, d.h. P : = O\O* ist das einzige maximale Ideal von O.
ii) Fir0#x € Fgilt: v € P a7t ¢ O.
iii) Ist K der Konstantenkorper, dann gilt K C O und K N P = {0}.

Definition 1.2.5 Eine diskrete Bewertung von F/K ist eine Abbildung v : F — Z U{occ}

mit folgenden Eigenschaften:
i) v(z) =0 z=0
if) v(z-y) = v(z) + v(y)
iii) v(z +y) > min{v(z), v(y)} (Dreiecksungleichung)
)
)

iv

v(a) =0firalle0 #a € K

v) es existiert ein x € F derart, dafl v(z) =1

Bemerkung. Sind z, y € F mit v(x) # v(y), dann gilt die scharfe Dreiecksungleichung:

v(z +y) = min{v(z), v(y)}-

Definition 1.2.6 Das maximale Ideal P eines Bewertungsringes O heifit eine Stelle von
F/K. Eine Stelle bestimmt den zugehorigen Bewertungsring eindeutig (denn z ¢ O <
271 € P). Daher setzen wir O =: Op. Ferner ist P ein Hauptideal. Falls P = ¢ - Op
(t € Op), heiit t Primelement fiir P, und jedes Element 0 # z € F besitzt eine eindeutig
bestimmte Darstellung z = t" - u, wobei n € Z und u € O%. Die Menge aller Stellen von
F/K bezeichnen wir mit Pr.

Fir F\{0} > z2=t"-u (m € Z, u € Op) setzen wir vp(z) :=m und vp(0):= oo.
Man nennt v, die zu P gehirige (diskrete) Bewertung von F/K.

Satz 1.2.7 Fiir jedes P € IPr ist vp eine diskrete Bewertung von F'/K. Dabei gilt:
Op={z€ F|vp(z) >0}
P={z€ F|vp(z) > 0}.

Definition 1.2.8 Sei P € [Pr und Op der zugehtrige Bewertungsring. Dann heifit
Fp :=Op/P Restklassenkorper von P. Fir x € Op setzen wir ©(P) := = + P € Fp.
Fiir z € F\Op setzen wir z(P) : = co. Der Grad von P ist definiert durch

degP := [Fp : K].
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Von jetzt ab sei K algebraisch abgeschlossen in F'.
Definition 1.2.9

(a) Ein Divisor von F'/K ist eine (endliche) formale Summe
D= ZPGPF np- P, mitnp € Z, fast alle np = 0.

(b) Der Trdger von D ist  supp(D):={P | np # 0}.

(c) Die abelsche Gruppe Dp :={D | D Divisorvon F/K} heit Divisorengruppe von
F/K.

d) Fir Q € IPr und D =) np - P setzen wir vg(D) : = ng. Damit folgt
Q Q

D =3 pep, vp(D)- P.
(e) Der Grad eines Divisors D = > np- P ist definiert durch deg(D) := )" np-deg(P).
(f) Sei 0 # x € F. Dann heifit  (z) := > pcp,. vp(z) - P Hauptdivisor von .

(g) Sei A € Dp. Wir bezeichnen den K-Vektorraum L(A) :={z € F | (z) > —A}U{0}
als Vielfachenmodul von A | wobei (z) > —A : < vp(z) > —vp(A) fir alle P € Pr.

(h) Die ganze Zahl
g := max {deg(A) — dim(L(A)) + 1}
A€EDp

heifit das Geschlecht von F'/K (man schreibt auch g = g(F) = g(F/K)).
Wir betrachten als néchstes Erweiterungen algebraischer Funktionenkorper.
Definition 1.2.10

i) F'/K' heiit algebraische Erweiterung von F/K, wenn F’ algebraische Erweiterung
von Fist und K’ O K.

ii) Eine algebraische Erweiterung F'/K' heifit Konstantenerweiterung, wenn F' = FK'
ist.

iii) Eine algebraische Erweiterung F'/K’ von F/K heifit endlich, wenn [F’ : F|< oo gilt.

Definition 1.2.11 Sei F’/K’ eine algebraische Erweiterung von F/K. Eine Stelle P’ von
F’ (d.h. P’ € IPp) heifit Fortsetzung einer Stelle P € IPr, wenn P C P’. Man schreibt in
diesem Fall auch P’ | P.

Satz 1.2.12 F'/K’ sei algebraische Erweiterung von F/K. Weiter seien P’ € IPr und
P € IPr. Dann sind dquivalent:

(a) P'| P

(b) Op C Opr
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(c) es gibt eine natiirliche Zahl e(P’ | P) > 1, so daBl vp/(x) = e(P' | P) - vp(x) fiir alle
xc k.

In dieser Situation gilt auch P = PN F und Op = Op: N F. Daher heifit P auch Ein-
schrinkung von P’ auf F.

Man hat zudem eine Einbettung

OP/P‘—>OP//P/
z+Pr—x+ P

Insbesondere gilt somit Fp C Fpr. Man bezeichnet f(P' | P) := [Fp: : Fp| als Relativgrad
von P’ | P und e(P' | P) als Verzweigungsgrad von P’ | P.
Die Conorm von P ist definiert durch:  Conpr/p(P) 1=} p/pe(P | P)- P

Definition 1.2.13 Die Situation sei die gleiche wie oben.

i) P heiit verzweigt in F', wenn ein P’ | P existiert mit e(P’ | P) > 1 (sonst heifit P
unverzweigt in F').

ii) P heifit voll verzweigt in F', wenn ein P’ | P existiert mit e(P’ | P) = [F' : F].

Lemma 1.2.14 Sei F”/K" eine weitere algebraische Erweiterung von F'/K'. Sei P’ | P
und P” | P'. Dann folgt P” | P und

(a) e(P"| P) =e(P"| P)-e(P"| P
(b) f(P"|P)=f(P"|P)-f(P"|P)

Lemma 1.2.15 Sei F'/K’ eine algebraische Erweiterung von F/K.
(a) P’ € IPp = es existiert P € IPp mit P’ | P, ndmlich P = P'NF.

(b) P € IPr = es gibt mindestens eine, aber héchstens endlich viele P’ € [P mit P’ | P.

Satz 1.2.16 Sei F'/K' eine endliche Erweiterung von F/K, P eine Stelle von F)/K, und
Py, ..., P, seien alle iiber P liegenden Stellen von F’. Sei e; : = e(P; | P) und f; : = f(P; | P)
(fir i = 1,....,n). Dann gilt

n

Zeifi = [F/:F}.

i=1

Definition 1.2.17 Sei F'/F eine endliche separable Erweiterung des Funktionenkorpers
F/K,und P € IPr sei eine Stelle von F//K. Dann existiert fiir den algebraischen Abschlufl
Op =pp Op von Op in F’ eine Basis {u1, ..., un} von F'/F derart, daf

n

/

P = E OPUZ
i=1

Man nennt {u1, ..., un} eine Ganzheitsbasis von F'/F an der Stelle P.
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Beispiel. Ein Beispiel eines Funktionenkérpers F/K ist der Fall des rationalen Funktio-
nenkorper F' = K (x), wobei x transzendent iiber K ist. Fiir ein normiertes, irreduzibles
Polynom p(z) € K[z] bilden

Oyt = (2 | fa).gte) € Klul, (o) [ 9(0))
wd Py = (L5 1(0).9(0) € Klol, (o) [9(a) 1 3(a) 0}
einen diskreten Bewertungsring und das zugehorige maximale Ideal (ist p(z) = z — « fur
ein a € K, dann setzen wir P, : = P,_,). Zusammen mit
On:= (10| 1(0).9(0) € Klu], deg () < deg o))
wd P = () (o), o) € Kol dog f(2) < degg(a).

hat man dann alle diskreten Bewertungsringe und deren maximalen Idealen von K(z)/K.
Ist p(z) € Klz] irreduzibel, dann ist p(z) ein Primelement von P = Py, und die zu-
gehorige diskrete Bewertung sieht wie folgt aus: Schreibt man ein Element z € K (x)\0 in

der Form z = p(z)" - %, wobei p(z) fg(x) und p(z) f f(x), dann ist vp(z) = n € Z.

Ist P = Py und z = % € K(x), dann ist vp(z) = degg(z) — deg f(x). Ferner ist K der

volle Konstantenkérper von K (z)/K und Ps, P, (fiira € K) sind sédmtliche Stellen vom
Grad 1.

I.3 Geometrische Goppa Codes

Dieser Abschnitt gibt eine Verbindung zwischen der Codierungstheorie und der Theorie der
Funktionenkorper an.

Gegeben sei ein algebraischer Funktionenkorper F/IF; mit vollem Konstantenkorper
IF, und Geschlecht g = g(F/IF,). Seien Pi,...,P, € IPp paarweise verschiedene Stellen
vom Grad 1. Sei G € Dp ein Divisor mit {Pi, ..., P,} N supp(G) = 0. Wir setzen dann
D := P + ..+ P, und definieren eine I[F-lineare Abbildung evp : L(G) — IF}' durch
evp(z) := (z(Py1),...,z(Py,)). Man beachte dabei: Fiir x € £(G) und P; ¢ supp(G) folgt
vp,(x) > 0. Deshalb ist © € Op, und insbesondere z(P;) € Fp, = IF}.

Definition I1.3.1
C(D,G) := Im(evp)

heifit der zu D und G gehorige geometrische Goppa Code.

Satz I.3.2 Seien die Bezeichungen wie oben. Dann ist C'(D, G) ist ein [n, k, d]-Code mit
k =dim(L(G)) — dim(L(G — D)) und d > n — deg(G).

Ist 0 < deg(G) < n, dann folgt

kE=dim(£(G)) > deg(G)+1—¢g und k+d>n+1—g.
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Wir haben somit eine untere Schranke fiir die Parameter, und es gilt zusammen mit der
Singleton-Schranke
n+1>k+d>n+1-—g.

Man bekommt also einen Code mit guten Parametern, wenn man einen Funktionenktrper F'
mit kleinem g und vielen rationalen Stellen findet. Das Verhéltnis ist dabei unter anderem
durch die Hasse-Weil Schranke bestimmt:

| N —(g+1)] < 294",

wobei N die Anzahl der rationalen Stellen von F' ist.



Kapitel 11

Die Niederreiter-Xing-Konstruktion fiir
lineare Codes

In diesem Kapitel wird die im Jahr 2000 in AAECC ([4]) verdffentlichte Konstruktion
von Harald Niederreiter und Chaoping Xing beschrieben. Sie selbst haben diese als eine
propagation rule for linear codes bezeichnet. Gemeint sind Methoden, durch Kombination
vergleichsweise kurzer linearer Codes einen langen linearen Code mit neuen Parametern zu
konstruieren. Andere Beispiele hierfiir findet man in [1, chapter 18]. Niederreiter und Xing
gehen von einem einzigen beliebigen linearen Code aus, um daraus einen ldngeren Code
groBerer Dimension zu erhalten. Dabei stellen sie den gegebenen linearen Code als (verall-
gemeinerten) algebraisch-geometrischen Code dar und benutzen dann eine Erweiterung des
bei der Darstellung verwendeten Funktionenkorpers, um einen neuen Code zu konstruieren.

II.1 Darstellung linearer Codes als algebraisch-geometrische
Codes

In diesem Abschnitt wird zuerst eine verallgemeinerte Form der geometrischen Goppa-
Codes ([2, I1.2.] oder Kapitel 1) eingefiithrt und anschlieend gezeigt, daf sich jeder lineare
Code in dieser verallgemeinerten Form darstellen 148t.

Sei F/IF, ein Funktionenkorper mit vollem Konstantenkérper Iy, d.h. F' sei ein
algebraischer Funktionenkorper iiber IF, derart, da3 IF;, algebraisch abgeschlossen ist in F.
Bekanntermaflen gilt dann

Lemma II.1.1 (schwacher Approximationssatz). Sei F/IF, ein Funktionenkdrper
iiber dem endlichen Korper IF,, und seien Pi,..., P, paarweise verschiedene Stellen von
F. Dann existiert fiir beliebige aq, ...,a, € F und beliebige e1,...,e, € Z einx € F, so dafs

vp(x—a)) =¢ fur 1<1<n
gilt. (Beweis siehe [2, 1.3.1 Theorem])

Eine Stelle P eines Funktionenkérpers F/IF, heiit rational, wenn Fp
(d.h. der Restklassenkorper von P) gleich IF, ist. Fiir eine rationale Stelle P € F/IF,
und beliebiges f € O, beachte man, dal f(P) = f+ P € IF,.

17
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Nun zur verallgemeinerten Form geometrischer Goppa-Codes: Sei F'/IF, ein Funktio-
nenkorper, und seien P, ..., P, paarweise verschiedene rationale Stellen von F. Sei V' ein
endlich-dimensionaler JFj-linearer Unterraum von F' derart, dafl

vp(f) >0 fir 1<i<n und feV. (2.1)

(Die Existenz eines solchen Unterraums V ist offensichtlich, z.B. nehme man sich
fi, .., fr € F mit vp(f;) >0, und setze V := span{fi, ..., fr}. Mit den Rechenregeln fiir
die diskreten Bewertungen vp, hat man sofort, dal V ein JFj-linearer Unterraum mit der
verlangten Eigenschaft ist.)

Betrachte die Abbildung 6 :V — I, definiert durch

0(f) = (f(P1), ., f(Pn))  fir feV. (2.2)

Das Bild Im(f) wird mit Cy(Py,...,P,) bezeichnet und heifit verallgemeinerter
algebraisch-geometrischer Code. Da 6 eine IF-lineare Abbildung ist, ist Cy (P, ..., P,) ein
linearer Code iiber IF, der Linge n.

Lemma I1.1.2 Sei C ein linearer Code fdiber IF, der Linge n und der Dimension k.
Dann ezistieren ein Funktionenkorper F/IF,, n paarweise verschiedene rationale Stellen
Pi,...,P, von F/IF; und ein k-dimensionaler IFy-linearer Unterraum V von F derart, dafl
C=Cy(P,..., P, ist.

Beweis. Wie wir im Anhang A beweisen werden, kann man zu gegebenem ¢ stets einen
Funktionenkérper F'/IF, mit beliebig grofier Anzahl an rationalen Stellen finden. Insbeson-
dere existiert somit ein Funktionenkérper F'/IF, mit n rationalen Stellen Py, ..., P,,. Seien
cq,...,C eine Basis von C. Wir setzen

¢j = (¢j1, - Cjn) € ) flir1 < j <k.

Nach dem schwachen Approximationssatz I1.1.1 existiert fiir alle 1 < j < k ein f; derart,
daf
vp(fj—c) > 1 fiirl <i<n. (2.3)
Somit gilt f; — ¢ € P, also f;j(P) = ¢ fiir alle j, [. Gleichzeitig ist fiir f; auch (2.1)
erfiillt, denn nach der Dreiecksungleichung gilt

vp, (fj — cj) = min{vp (f;), ve(cj)}-

Ist ¢j; € IFy, cj # 0, dann gilt vp,(cj;) = 0, und es folgt wegen (2.3)

vp,(fj) = 0.

Ist ¢j; = 0, dann ist mit (2.3) die Aussage (2.1) trivial.
Sei nun V' der IFj-lineare Unterraum von F', der durch f1,..., fi aufgespannt wird, und
0 :V — IF} definiert wie in (2.2). Dann gilt

H(f]) =Cjc IFI? firl <j<k. (2.4)

Nun folgt sofort, dal dim(V) = k und C = Cy(P,...,P,). Denn angenommen,
die f; seien linear abhingig. Es existieren dann «; € IFj, (nicht alle = 0) derart, dafl
>-v;f; = 0. Unter der linearen Abbildung # hat man 6(}_ v;f;) = 6(0) = 0. Andererseits
ist 00> vifi) =>_v0(f;) =>_vjc; #0, da die c; eine Basis von C bilden. Die f; sind
also ebenfalls linear unabhingig, und daher gilt dim(V)= k. Mit (2.4) hat man zudem, daf}
6(V) = C, und damit Cy (P, ..., P,) = C ist.
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I1.2 Eine Konstruktion von Niederreiter und Xing

In diesem Abschnitt wird die eigentliche Konstruktion von Niederreiter und Xing vorgestellt,
welche wir im folgenden auch als NX-Konstruktion bezeichnen werden. Die Konstruktion
stiitzt sich im wesentlichen auf Verzweigungstheorie algebraischer Funktionenkorper.

Satz I1.2.1 Sei C ein linearer [n,k,d]-Code tber IF,. Dann existiert fir beliebige h, r, s €
Z mit2<h<gq, 1<r<h,0<s<r ein linearer [N,K,DJ-Code iber IF, mit

N=hn, K=k(s+1)+r—s, D>min{(h—s)d, (h—r)n}.

Beweis. Nach Lemma I1.1.2 existieren ein Funktionenkorper F'/IFy, n paarweise verschiede-
ne rationale Stellen P, ..., P, von F'/IF;, und ein k-dimensionaler Unterraum V' < F derart,
daB C = Cy (P, ..., P,). Wihle eine weitere Stelle Q # Py, ..., P,,.

Nach dem schwachen Approximationssatz II.1.1 existiert ein & € F derart, daf
vp(x)>1 fir 1 <1 < n und vg(z) = —1. Wir wihlen eine Teilmenge H C IF, mit
|H|=h und 0 € H, und betrachten das Polynom

o(T):= [[(T—a)-z (2.5)
acH
Nach [2, III.1.14.(2) Proposition] (fir P = Q) ist ¢(7T) ein in F[T] irreduzibles Poly-
nom. Folglich ist die durch ¢(y) = 0 definierte einfache Erweiterung £ = F(y) vom Grad
[E : F| = h, und ¢(T) ist das Minimalpolynom von y.
Wir zeigen nun, dafl IFj, der volle Konstantenkorper von E ist. Sei R eine Fortsetzung
von @ auf F, und e := e(R | Q) sei der Verzweigungsgrad. Dann gilt

vr(x) = e-vg(x) = —e. (2.6)

Andererseits gilt mit ¢(y) =0

vr(e) =vr([J—a) =D vrly —a).

acH acEH

Danun wgr(e) >0 (wegen a € IFy)
und somit vgr(y) <0 (sonst wére auch vr(z) > 0, was im Widerspruch zu (2.6) sténde),
gilt nach der scharfen Dreiecksungleichung

vr(y — ) = vr(Yy).

Damit hat man

—e=vgp(x) =vr([[ W - @) = h-vr(y).

acH

Folglich ist h ein Teiler von e, und insbesondere h < e. Wegen » e;f; = [E : F] = h gilt
aber auch e < h. Also ist e = h und vg(y) = —1.
Es folgt wegen e = [E : F|, da83

Q voll verzweigt in E/F. (2.7)
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Aus der letzten Aussage erhilt man wiederum, daf
IF;, der volle Konstantenkérper von E (2.8)

ist. Denn angenommen, E habe einen Konstantenkérper K’ # IF,. Da E/K’ eine endliche
Erweiterung von F'/IFy ist, gilt nach [2, 1I1.1.2], da8 [K” : IF;] < co. Wir schreiben deshalb
K'=IF.Sei " := F-IF; die Konstantenerweiterung von F'/IFy, mit IF;. Da FNIF,: = IFy,
(siche [2, TI1.1.2.(a)]) aber IF, # IF, ist [F" : F] > 1. Folglich ist [E' : F'] < h. Nach
[2, II1.6.3 Theorem]| gilt, dafl F’/F unverzweigt ist (d.h. e(P’ | P) = 1 fiir alle P € Pp
und alle P’ € IPp mit P’ | P). Insbesondere ist Q in F’ unverzweigt. Dies steht aber
im Widerspruch zu (2.7). Denn sei R 2 Q' 2 Q fiir Q' € IPg. Nach Satz 1.2.16 ist
e(R| Q") <[E:F'] <h.Mit Lemma 1.2.14 gilt dann

h=eR[Q)=e(R]Q) eQ|Q) <h.
=1

Somit hat man einen Widerspruch und (2.8) ist bewiesen.

Wir zeigen nun, daf jede Stelle P; (fiir 1 < j < n) in E voll zerlegt ist, d.h. P; besitzt
genau [E : F] Fortsetzungen in E. Dabei werden wir den Satz von Kummer [2, II1.3.7]
benutzen.

Fiir eine Stelle P von F setzen wir entsprechend:

F:=Fp= Op/P Restklassenkorper von P
@ := a(P) Restklassevona € Op
o(T) =Y ¢T; sei Polynom mit ¢; € Op, dann schreiben wir

o(T) :=>.&GT" € FIT).

Satz I1.2.2 (Kummer). Sei F' = F(y), wobei y ganz iber Op, und sei o(T) € Op[T]
das Minimalpolynom von y tiber F. Ferner bezeichne

w(1) = [ [0
=1

die Zerlegung von B(T) in irreduzible Faktoren tiber F (d.h. die Polynome ~v1(T), ..., 7-(T)
sind irreduzibel, normiert, paarweise verschieden in F[T) und ¢; > 1). Wihle normierte
Polynome ¢;(T) € Op[T)] derart, dafl

?i(T) =%(T)  und  degpi(T) = degvi(T).
Dann ezistiert fiir 1 <1 <r eine Stelle P; von F' mit
P | P, wi(y) € P und  f(P; | P) > degvi(T),

wobei P; # Pj fiir i # j.
Eine stirkere Aussage erhdlt man, falls

g=1 fur i=1,...,r, oder
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{1,y,...,y" ' }eine Ganzheitsbasis fiir P ist.

Dann folgt, daf fiir 1 <i <r genau eine Stelle P; von F' existiert mit P; | P und @;(y) € P;.
Die Stellen Py, ..., P, sind alle Stellen von F', die iiber P liegen, und es gilt

CO”F’/F(P) - Zgipiv
=1

d.h. e; = e(P; | P). Der Restklassenkérper Fp, = Op, | P; ist isomorph zu F[T]/(v(T)), also
ist f(P; | P) =degv(T). (Beweis siehe [2, 111.3.7])

Wir betrachten nun ¢(7") aus (2.5). Wegen vp(z) > 0 (fix P € {P,...,P,}) ist
©(T') € Op[T]. Wie schon oben gesehen, ist ¢(7") das Minimalpolynom von y iiber F,
d.h. insbesondere, dafl y ganz iiber Op ist. Als Polynom in Op/P betrachtet, erhdlt man

?(1) = [[ (T - o) € FIT]
acH

(man beachte hierbei, dafl z(P) = 0 wegen vp(z) > 0 und dafl o(P) = o wegen « € IF,).
Dies ist bereits die gewiinschte Zerlegung in irreduzible Faktoren iiber F. Dabei ist den
obigen Bezeichnungen entsprechend 7, = (1" — «) und &, = 1. Dariiber hinaus hat man
so auch schon die zugehérigen normierten Polynome vom selben Grad in Op[T], da trivia-
lerweise auch (T — «) € Op|[T] gilt. Nach dem Satz von Kummer folgt schlielich, dafl fiir
jedes a € H genau eine Stelle R(*) von E mit

R |P und (y—a)eR® (2.9)

existiert. Dies sind alle Fortsetzungen von P auf E. Jedes P€{P,..., P,} hat also genau h
Fortsetzungen, d.h. P ist voll zerlegt in F.

Wir bezeichnen fir 1 <7 < n und o € H mit Rl(a) die eindeutige Fortsetzung von P, auf
E, fiir welche

y(R") = a
gilt (man beachte: (y —a) € Rl(a) & y(Rl(a)) = a).
Wir betrachten als néchstes
U:= {Zvjyj €EE |vjeViir0<j<s, vjelF,firs+1<j<r} (2.10)
j=0

U ist ein JF-linearer Unterraum von F. Da dimV = k, und weil 1, y, ..., 3" linear unabhéngig
tiber F, siecht man leicht, dafl

dm(U) =k(s+1)+7r—s
(denn sei (v, ..., U) eine Basis von V; dann ist offensichtlich

[Ty |1<i<k 0<j<s}U{y |s+1<j<r}
eine Basis von U).
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Aus y(Rl(a)) =afirl <l<nund o€ H folgt, dal

vr(y) >0 firalle Re {R | 1<l<n, acH} (2.11)

Denn angenommen, es sei () (y) < 0. Dann gilt mit der scharfen Dreiecksungleichung
1

V(e (a—y) = V(@) (y) < 0. Daraus folgt y(Rl(a)) # «, und man hat einen Widerspruch.
1 1
Mit (2.1) (d.h. vp,(f) > O fiir alle 1 <! <nund f € V) erhélt man die analoge Aussage

vr(u) >0 fiiralleRE{Rl(a) |1<i<n,a€ Hfundue€UU.

Denn:  vg(u) = vr(3i—g v;97) > min{vg(vo), vr(v1) + VR(Y) ,...s vr(Vs) + VR(Y®) } > 0.
SN—— Y~ = N—— =
(21)>0 (2.1)>0  (2.11)>0 (21)>0  (2.11)>0
Wir setzen N := h-n und betrachten die Abbildung

VU=

mit P(u) = (u(Rl(a) fiir alle u € U.
Wir zeigen zuerst, dafl ¢ (u) auch tatséchlich in IFqN liegt: Zum einen bezeichnet Rl(a) die

Fortsetzung von P, fiir welche y(Rl(a)) = « gilt. Mit der natiirlichen Einbettung von F'p, in

E(a) hat man zum anderen, daf fiir z € F Z(Rl(a)) = z(P)) ist. Es gilt somit
1

)> (1<l<n,a€H)

T T

u(R™) = 3" (RIY) = D vi(P)ad. (2.12)

J=0 J=0

Da P, rational ist, liegt v;(F;) in IFj,. Also ist die Abbildung verniinftig definiert. Das Bild
Im(t)) ist ein linearer Code iiber IFj, der Lange N, denn ¢ ist [Fy-linear.

Im letzten Beweisschritt werden wir zeigen, dafl der verallgemeinerte algebraisch-
geometrischer Code Im(v) die Eigenschaften aus Satz I1.2.1 besitzt.
Fiir ein beliebiges u € U\{0} bestimmen wir das Gewicht wt(1(u)). Dazu schreiben wir

,
u:Zvjyj mitv; € VIiir0<j<s, v, € Fyfirs+1<j5<r;
j=0

dabei sind nicht alle v; = 0. Sei t die gréfite Indexzahl, fiir die vy # 0 ist, d.h.

¢
U= Zvjyj mit vy # 0.

=0
Wir betrachten zuerst den Fall 0 < ¢ < s. Dann hat man fiiralle 1 <!/ <nund o« € H

t

w(B™) =Y ui(B)ad.

=0
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Dies sind h - n Gleichungen. Da in diesem Fall v, € V ist und C = Cy(Py,..., P,), gilt
v (P)1<i<n € C, somit hat man

wt(ve(P)1<i<n) = d.

Daraus folgt vy(P;) # 0 fiir mindestens d der [ € {1,...,n}. Fiir jedes dieser mindestens d
verschiedenen [ existieren hochstens ¢, und damit (fiir den Fall ¢ = s) hochstens s verschie-

dene o € H derart, daf3 u(Rl(a)) = 0, denn Z;:O v;(P)ad kann als Polynom in o héchtens
t Nullstellen besitzen. Umgekehrt existieren also mindestens h — s Elemente o € H mit
u(Rl(a)) # 0 (fiir jedes der mindestens d verschiedenen [ € {1,...,n}), d.h.

wt(yY(u)) > (h — s)d.

Im zweiten Fall sei s +1 <t < r. Also gilt jetzt v; € IF;. Mit der natiirlichen Einbettung
F, — Op,/P :a v a(P) hat man insbesondere, dal v;(F;) = vy # 0. Fir [ € {1,...,n}

und « € H schreiben wir
t—1

u(Rl(a)) = vt + Zvj(Pl)aj.
j=0
Fiir jedes [ € {1,...,n} gibt es somit hochstens ¢, und damit hochstens r verschiedene oo € H
mit u(Rl(a)) = 0. Umgekehrt existieren also fiir jedes ! € {1, ...,n} mindestens h—r Elemente
a € H mit u(Rl(a)) # 0. Es folgt

wt(p(w) = (h—r)n.

Damit ist gezeigt, dafl der Minimalabstand von Im(vy) > min{(h — s)d,(h —r)n} ist.
Dariiber hinaus weifl man, dal ¢ injektiv ist. Denn sei v € U, u # 0. Wegen
wt(¥(u)) > min{(h — s)d, (h — r)n} > 0, folgt ¥ (u) # 0.

Aus der Injektivitat folgt wiederum

dim(Im(y)) = dim(U) = k(s + 1) +r — s.
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Kapitel 111

Bemerkungen zu der NX-Konstruktion von
Ozbudak und Stichtenoth

In diesem Kapitel wird eine Arbeit von Ferruh Ozbudak und Henning Stichtenoth behandelt
([10]). Diese bezieht sich direkt auf die durch Niederreiter und Xing vorgestellte Konstrukti-
on aus dem vorigen Kapitel. Wie wir im vorherigen gesehen haben, ist die NX-Konstruktion
ziemlich kompliziert. Es werden zudem Kenntnisse iiber algebraische Funktionenkorper und
algebraische Goppa-Codes vorausgesetzt. Ozbudak und Stichtenoth haben in ihrer Arbeit
gezeigt, dafl die NX-Konstruktion ein Spezialfall einer einfachen Konstruktion ist, welche
mit linearer Algebra auskommt.

I11.1 Eine Konstruktion von Ozbudak und Stichtenoth

Wir werden nun die oben erwéhnte einfache Konstruktion vorstellen, welche wir im folgen-
den auch als OS-Konstruktion bezeichnen werden. Gegeben seien dazu

1. ein [m, k]-Code C iiber IF, und
2. k (=dim(C)) lineare Codes W7, ..., Wy, alle von der Léange n.

Die Elemente von C' werden von uns als Zeilenvektoren und die Elemente von W; als Spal-
tenvektoren aufgefafit. Wir wihlen eine Basis (c(l), - c(k)) von C fest aus und bezeichnen
mit G die k x m-Matrix, welche ¢V, ..., ¢%) als Zeilenvektoren hat. Damit ist G eine Erzeu-
germatrix von C. Fiir 1 < j < k setzen wir

C; = Span{c(l), ...,c(j)} C "

Da die ¢, ..., ¢\9) linear unabhiingig sind, ist C; ein j—dimensionaler linearer Unterraum
von C. Also ist C; ein [m, j] Untercode von C, und es gilt

CiCCC...CCp=C.

Sei M die Menge aller n x k Matrizen, deren j-te Spalte aus Wj fiir 1 < j < k.
M ist ein linearer Unterraum von Mat(n x k) der Dimension

k
dim(M) =) " dim(W).
j=1
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Denn: Sei dim(W;) = r;. Fiir 1 < j < k wihlen wir eine Basis (wj1, ..., wj;) von W;. Man
beachte dabei, dafi die wy; € " sind. Da die Spalten einer Matrix aus M jeweils aus W;
sind, bilden die n x k-Matrizen

(’LUH,O, ,0) 5 (w12,0, ,O) 5 ety (wm,(), ...,0),
(0,11}21,0,...,0), (0,11)22,0,...,0) gy Tty (O,wgm,o,...,O),
(07 ...,O,Mkl) ’ (07 "'707wk2) ) ) (07 "’707wk7'k)

eine Basis von M. Somit ist dim(M) =, r;.
Der néchste Satz enthilt den eigentlichen Code, der eine Verallgemeinerung der Code-
Konstruktion von Niederreiter-Xing ist.

Satz II1.1.1 Die Bezeichnungen seien dieselben wie oben. Dann hat der lineare Code
W:={A-G|Ae M}

folgende Parameter:
Lénge(W') = Lange(C) - Lange(W;) = m - n,

dim(W) = Y5, dim(W;),

A(W;) = min{d(Wy) - d(C)) | 1< < k).

Beweis. Zuerst zeigen wir, dafl es sich bei W um einen Code handelt. Dies ist leicht
mit dem Distributivgesetz fiir Matritzenmultiplikation zu sehen. Seien B,C' € M, dann
gilt (B-G)+(C-G)=(B+C)-G. Da W ein Vektorraum ist, liegt (B + C) in M,
und daher (B + C) - G wieder in W. Die Elemente aus W sind n x m-Matrizen. Sie
konnen als Vektoren aus "™ aufgefalit werden. Somit ist W ein linearer Code der Lénge
n - m = Lénge(C') - Lange(W;) (man beachte, daf alle W; dieselbe Lange haben).

Als néchstes beweisen wir die Aussage beziiglich der Dimension. Fiir A € M bezeichnen
wir mit o die i-te Zeile von A. Damit ist

oM. G
A . G — :
a™ .G
Die Zeilen ¥ - G sind dabei aus C fiir 1 < i < n. Da die Zeilen von G linear unabhéngig

sind, folgt fiir A # 0 auch A -G # 0. Denn ist A # 0, so existiert ein j € {1,...,n} mit
al9) £ 0. Wir setzen al9) = (agj), ...,a,(j)) und G = (gi5)i,;- Es gilt

k k k
.G = (Z . Z @ > _ Z @ (.. )
a = a;”’ gits .-, a;”’ Gim | = a;” (Gi1s - Gim) -
i=1 i=1 i=1 . Y
i—te Zeile von G

Da nicht alle agj ) = 0 und die Zeilen von G linear unabhingig sind, ist a9 - G # 0 und
daher auch A -G # 0. Somit ist die lineare Abbildung G : M — W mit G(A) := A - G (fir
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A € M) nicht nur surjektiv, sondern auch injektiv. Folglich gilt
k
dim(W) = dim(M) = _ dim(Wj).
j=1

Es fehlt uns jetzt nur noch der Beweis zu der Aussage {iber den Minimalabstand d(WV).

Wir wéhlen uns dazu ein Codewort X # 0 aus W. Wir schreiben X = A-G mit A € M
und bezeichnen mit wy, ..., w;, die Spalten von A (d.h. w; € Wj fir 1 < j < k). Sei
| :=max{j | wj # 0}. Dann sind bei allen Zeilen a!), ..., a(™ von A die hinteren Stellen ab
der I-ten Stelle gleich Null. Folglich geniigen fiir die Darstellung von a(? - G fiir 1 <i < n
die ersten [ Zeilen von G. Das bedeutet, daBf a(¥ - G ein Codewort aus Cj ist.
Da w; € W, nicht das Nullcodewort ist, besitzt w; mindestens d(W;) Stellen, die ungleich
Null sind. Deshalb hat die Matrix A mindestens d(W;) Zeilen, die keine Nullvektoren sind.
Fiir diese Zeilen hat der Vektor o - G € C; das Gewicht > d(C;) (man beachte, daB
- wie oben gesehen - fiir a9 % 0 auch a® - G # 0 ist). Das Codewort X € W hat also
mindestens d(W)) Zeilen # 0, welche jeweils aus C; sind und deren Gewicht deshalb > d(C})
ist. Insgesamt gilt

wt(X) = zn: wt(a® - Q) > d(Wy) - d(C)).
=1

Korollar II1.1.2 Gilt in der Situation von oben zusdtzlich
d(C;) = wt(cD)  fir 1<i<k,

dann folgt
d(W) = min{d(W;) - d(C;) | 1 < j < k.

Beweis. Sei | € {1,...,.k} derart, daB d(W;) - d(C;) minimal ist. Wir wihlen dann
ein w; = (wyy,...,wy)" € W, vom Gewicht d(W;) und betrachten die n x k-Matrix
A:=(0,...,0,w,0,...,0) € M, deren I-te Spalte gerade gleich w; ist. Dann hat die Ma-
trix X = A -G genau d(W)) Zeilen, die keine Nullvektoren sind. Fiir jede Zeile z(*) von
X gilt ferner 2 = wy - W e ). Ist ) keine Nullzeile (d.h. wy; # 0), dann gilt
wt(z®) = wt(cW) = d(C)). Die Matrix X hat somit genau d(W;) Zeilen # 0 vom Ce-
wicht d(Cy), d.h.

wi(X) = (W) - d(Cy) = min{d(W}) - d(Cy) | 1 < j < k}.

d

Bemerkung 1. Die Definition des Codes W hingt - ebenso wie die Aussage iiber
den Minimalabstand - nicht nur von den Codes W1, ..., Wy, sondern auch von der Wahl der
Basis (¢, ..., ¢®)) von C ab. Mit einem einfachen Beispiel kann man sehen, daff man unter
Umsténden einen anderen Code W erhélt, wenn nur die Reihenfolge der Basisvektoren
¢® veréindert wird. Seien etwa C' = Ff (d.h. C ist der [k, k,1]-Code), A = (e, ..., e®)
die kanonische Basis des F(f und G4 die zu A gehorige Erzeugermatrix von C (d.h. G4
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ist die k x k Einheitsmatrix). Seien Wi, ..., W) wieder Codes der Linge n, wobei sich
aber mindestens zwei der W, voneinander unterscheiden, o.E. gelte Wy # Ws. Wir setzen
- analog zu oben - Wy = {A-G4 | A € M}, wobei M wie oben definiert ist. Trivialerweise
ist dann W4 = M. Wir wihlen nun mit B = (6(2), eW B e(k)) eine weitere Basis von
C'. Verglichen mit A sind also lediglich die ersten beiden Basisvektoren vertauscht worden.
Bezeichnet Gp die zu B die gehorige Erzeugermatrix von C, dann ist

Wp:={A-Gg|Ac M}
={A € Mat(n x k) | 1.Spalte € Wy, 2.Spalte € W1, 3.Spalte € W5, ..., k—te Spalte € Wy }.

Da aber Wy # Wy ist, gilt W4 #= Wp.

Bemerkung 2. Fir W; = ... = Wy = B ist W gleich dem Produktcode B ® C,
und die Konstruktion kann als Verallgemeinerung des Produktcodes mit der bekannten
Eigenschaft d(B ® C) = d(B) - d(C) angesehen werden. Ein Produktcode ist wie folgt
definiert: Gegeben seien ein [ni, k1,d;]-Code A und ein [ng, k2, d3]-Code B. Dann ist das
direkte Produkt A® B ein [ning, k1ka, d1ds]-Code, der aus allen nj x ny Matrizen besteht,
deren Spalten aus A und deren Zeilen aus B sind (siehe [1, S. 568]).

Sind (a1, ...,an,) und (by,...,by,) Basen von A bzw. B, dann lassen sich die Elemente
von A ® B als Linearkombinationen der Vektorprodukte a; x b; darstellen. Dabei ist fiir
u = (ug, ..., up) € IS, v=(v1,...,v,) € IF} das Vektorprodukt definiert durch:

ul(vl, ...,Un)

Uz (V1 .ory Up)
uxv:= ) € Mat(m x n).

U (V1 +eey Up)

Bemerkung 3. Die durch Ozbudak und Stichtenoth vorgestellte Code-Konstruktion wurde
in &hnlicher Weise schon durch andere eingefiihrt. Unter anderem durch

i) A.S. Marchukov in [5]. Marchukov konstruiert aus gegebenen Codes ay, ag, ..., ar der
Lénge m durch die direkte Summe einen Code A= a1 Das D ... ®ar und bezeichnet
mit A;:=a1 Dag® ... ®a; (1 <i<k) einen Untercode von A. Der Minimalabstand
von A; wird mit u; bezeichnet. Da A1 C ... C Ag, gilt uy > ug > ... > ug. Ist
up > Ug > ... > Ug, S0 heifft a1 D as @ ... ® ar monotone Entwicklung des Codes A.
Ab jetzt habe A eine monotone Entwicklung. Fiir k Codes B;, alle der selben Lénge
n und jeweils mit Minimalabstand v;, bildet Marchukov

F:=(a;®B1)® (a2 ® B2) @ ... ® (a, ® By)

(dabei ist mit a; ® B; der Produktcode gemeint). Der neue Code hat die Lange
m - n und den Minimalabstand d(F') > min{d(a;) - d(B;) | 1 < i < k}. Gilt zudem
d(a;) = u; (die monotone Entwicklung von A wird in in diesem Fall reguldr genannt),
so gilt d(F) = min{d(a;) - d(B;) | 1 < i < k}. Uber die Dimension macht Marchukov
an dieser Stelle keine Aussagen.

Die OS-Konstruktion ist ein Spezialfall dieses Codes F. Setzt man ndmlich
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ii)

a; = span{c} und B; = Wi (1 <i <k, mit ¢ und W; wie oben), d.h. insbesondere
dim(a;) =1, A; = C; und A = C, dann gilt

F'=W.
w1l wi2 - Wik C11 €12 -+ Cim
. w21 W22 v Wk C21 C22 -+ Com
Denn: Sei A = . . . € M und G =
Wnp1 Wp2 - Wpk Ck1 Ck2 - Ckm
(dh (Cil,CZQ, ...,Cim) = C(Z) fiir 1 S ) S /{)
Dann folgt
Wig - Gl W1 - G2 -0 Wi - Cim
k
Wi - Gl W24 - G2 -t W24t Cim
WA -G= E
i=1
Wni * Cil Wng *C2 ++ Wni- Cim
t
i1 (Wi, +.vy Wii) k

= Z : : € @(span{c(i)} @ W;)t = F.

=L\ i, (W14, <y W) =1

Also ist W C F'. Die andere Inklusion kann man in analoger Weise zeigen. Es ist noch
anzumerken, dafl Marchukov in seiner Arbeit noch etwas allgemeiner wird und das
Produkt zweier reguldrer monotoner Entwicklungen betrachtet. Er kommt dabei auch
beziiglich der Dimension zu vergleichbaren Parametern wie Ozbudak und Stichtenoth.

S. Hirasawa, M. Kasahara, Y. Sugiyama und T. Namekawa in [6]. Sie betrachten
dabei ausschlieBlich Codes iiber IF5 (d.h. bindre Codes). Sie gehen von einem Pro-
dukt Ay ® A; eines [ng, ki]-Codes A; und eines [ng, ka]-Codes Az aus und verallge-

meinern das Produkt, indem sie As durch eine Folge von Codes Agl),Agz), ...,Agﬂ)

ersetzen, wobei Agj) ein [ng, k:éj)}—Code ist (fir 1 < j < ki) und zusétzlich
k:él) < k:§2) <. < k:gkl) gilt. Die j-te Spalte eines Codewortes dieses Codes, der mit
[Aél),Ag), ...,Aékl)] bezeichnet wird, ist jeweils aus Ag ). Ferner ist Aq so gewihlt,
daB A; Untercodes A; = Agkl) D Agkl) D..D Agl) besitzt. Der resultierende Code
Ap = [Agl),Ag), ...,Agkl)] ® A; ist dann ein [ng - na, k:gl) + kéz) + ...+ k‘ékl)]—Code.
Die Autoren beschreiben anschaulich, wie das Produkt [Agl), A§2), ey Agkl)} ® A zu
verstehen ist und wie mit A; codiert wird: Die zu versendende Information wird in
eine ,Matrix“D eingetragen, deren j-te Spalte (1 < j < kj) von der Lénge kéj ) ist.

Diese Spalten werden nun jeweils mit Agj ) codiert. Man erhilt eine ng X ki-Matrix,

deren j-te Spalte aus Agj ) ist. Als niichstes werden die Zeilen der ng X ki-Matrix alle
mit Ay codiert. Als Codewort von A bekommt man dann eine ny X ni-Matrix B.
Codiert man mit Ag ) (bzw. mit A;) in der Weise, da8 den Informationen in D spalten-

weise (bzw. zeilenweise) nur noch Komponenten hinzugefiigt werden, um Codewdorter
von Agj ) (bzw. A1) zu bekommen (d.h. die Matrix D bleibt erhalten und steht links
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oben; siehe [1, S.5], da8 dies moglich ist), so ist die j-te Spalte von B aus Agj ), und die

Zeilen von B sind alle aus A;. Das erklart die Schreibweise [Aél), AgQ), e Aékl)] ® Aq.

Ferner hat man fiir As = Aél) = Ag) =..= A(le), dal Ay der bekannte Produktcode
ist.

Der Zusammenhang zwischen dieser Konstruktion und der von Ozbudak und
Stichtenoth ist leicht zu sehen: Diese Konstruktion ist ein Spezialfall der

OS-Konstruktion. Man wiihle sich zuerst eine Basis (agl) , ...,agkl)) von A; derart,

daf Agi) = span{agl), o a&i)} (fiir 1 <4 < k). Wéhlt man dann mit den Bezeichnun-
gen dieses Abschnitts IIL.1 W; = Agj) (fir 1 <j <ky), C =A; und ) = agl) (fiir
1<i<k),sogilt M= [Agl),Agz), ...,Agkl)] und

W =Ar.

E. L. Blokh und V. V. Zyablov in [7]. L. M. G. M. Tolhuizen hat sich mit dieser Kon-
struktion in [8] beschéftigt, welche ein Spezialfall einer Konstruktion von Zinov’ev ist
(siehe [1, S.590]).
Sei G eine k x m-Matrix eines [m, k]-Codes iiber IFy,. Fiir i« = 1,...,7 sei B; ein
(n, |Bil, d;)-Code iiber IFya; (d.h. B; kann auch ein nichtlinearer Code sein; ein (nicht-
linearer) Code wird als (N,M,D)-Code bezeichnet, wobei N die Linge, M die Méchtig-
keit, und D der Minimalabstand ist) und ¥; : Fya; — IF} sei eine Bijektion. Dabei
seien die a; derart, da8 Y., a; = k gelte.

Definition. Fiir ¢ = 1,...,r ist der i-te Block einer k x [-Matrix diejenige
a; x [-Untermatrix, die aus den j-ten Zeilen fiir le;ll as < j< Zi:l as besteht.

Definition. Fiir ¢ = 1,...,r sei x; € (IFya:)". Die k x n-Matrix M (xq, ..., x,) ist die
Matrix, dessen i-ter Block mit x; wie folgt zusammenhéngt: Ist x; = (241, ...Zn ), S0 ist
fir j € {1,...,n} die j-te Spalte des i-ten Blocks von M (X1, ...,X,) gleich (¥;(z;5))*.
Die m x n-Matrix C(x,...,x,) wird definiert als C(x1,...,x,) := G' - M(x1, ..., X).
Man beachte, dafl sdmtliche Spalten von C(xy, ...,x;) aus A; sind.

Nun betrachten wir den eigentlichen Blokh-Zyablov Code :

Z :={C(by,...,b;) | b;e B;; 1 <i<r}

Es gilt: Lange(Z)=n-m und |Z|= [[;_; |Bi|. Sind ferner alle B; lineare Codes
der Dimension k; und alle ¥; IF-linear, dann ist Z ein linearer Code der Dimension
S aiki. Fir A; := {mG | m € FF, m; =0 fiir 1 <j < 3"} a,} (dh. 4; wird
von den letzten r — i + 1 Blocken von G erzeugt) wird der Minimalabstand von A;
mit e; bezeichnet. Dann gilt

d(Z) > min{d;e; | 1 < i <r}.

Zusammenhang zwischen dieser Konstruktion und der von Ozbudak und Stichtenoth:
Wihlt man r =k (d.h. a; = 1), ¥; = idp,, B; = W; und A; = C, so ist offensichtlich
M(by,...,b,)t € M (fiir b; € B;) und Z! = W. Man beachte, dafl die Aussagen iiber
den Minimalabstand voneinander abweichen, da A; # C;. Beide Aussagen sind aber
sehr dhnlich und werden in fast gleicher Weise bewiesen.

Eine weitere, etwas umfangreichere Bemerkung enthilt der néichste Abschnitt:
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I1I.2 Die NX-Konstruktion als Spezialfall der Konstruktion
von Ozbudak und Stichtenoth

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafl die NX-Konstruktion tatséchlich ein Spezialfall
der OS-Konstruktion ist. Die bei Niederreiter und Xing withlbaren Parameter h, 7, s (mit
2<h<gq 1<r<hund 0 < s <r)sind dabei noch freier wihlbar, so dal man mehr
gute lange Codes finden kann.

Satz I11.2.1 Die Bezeichnungen seien die gleichen wie im vorherigen Abschnitt. Sei C
nun ein verallgemeinerter Reed-Solomon (GRS) Code der Linge h und der Dimension
r+1 (wobei 2 < h < qund 1 < r < h ist). Wir wihlen fir die C; C C GRS Codes
der Dimension j und mit Minimalabstand d(C;) = h+1—j (fir 1 < j < r+1). Sei
Wi = ... = Wsy ein [n,k,d] Code, und W9 = ... = W,y der Wiederholungscode mit den
Parametern [n,1,n]. Dann hat der Code W nach Satz II1.1.1 die Parameter

Lénge(W) = Lange(C') - Lange(W;) = h - n,
dim(W) = Y74 dim(W;) = (s + 1) - k + (r — s),
d(W;) = min{d(W;) - d(Cj) |1 < j <k} =min{d- (h —s), n- (h — 1)},

welche den Parametern der NX-Konstruktion entsprechen.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns vorher kurz GRS Codes in Erinnerung rufen:

Definition IT1.2.2 Sei 2 < k <n < q. Sei etwa o = (an, ..., o), wobei a; € IF; paarweise
verschieden, und v = (vy, ..., v,) mit v; € IF,\{0}. Dann heifit

GRSg(e,v) :=A{vif(on), s vnf(om) | f(z) € Fylz], deg(f) <k}
verallgemeinerter Reed-Solomon Code zu k, o, v.
Bemerkungen.

i) GRSk(«,v) ist ein [n, k|-Code tiber [F,. Man kann leicht sehen, da8

’l}l ’1}2 .« .. /Un
a1v1 Q2V2 ce (07X %
G:= . . . € Mat(k x n)
k—1 k—1 k-1
ay v g v arto,

eine Erzeugermatrix ist.

ii) Da f hochstens k — 1 Nullstellen hat, ist der Minimalabstand d mindestens n — k + 1.
Mit der Singleton-Schranke folgt, dafl d = n — k + 1 ist. GRSg(«, v) ist also ein MDS
Code.
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iii) Durch die Erzeugermatrizen

Ul U2 DY /Un
a1v1 (05X%) Tt QpUp
Gj:= : : : € Mat(j xn)
Jj—1 Jj—1 Jj—1
041 (% a2 () ct Ay Up

erhélt man fiir 1 < j < k lineare Untercodes C; von GRSk (e, v). Wie man an der Form
der Erzeugermatrix G; sehen kann, ist C; (fiir 2 < j < k) gleich GRS;(«, v). Ferner ist
C1 = span{v}. Da v € (FF,\{0})", hat C; den Minimalabstand n. Fiir 1 < j < k hat
Cj; also die Parameter [n, j,n — j + 1], und es gilt C; C C5 C ... € Cf = GRSi(v, v).

iv) Der zu GRSk («, v) duale Code ist GRS, _j(a,v") (fiir ein gewisses v/ = (v],...,v],) €
IF}, v; # 0) (Beweis siehe[l, S. 304]). Man findet in der Literatur (z.B. [3, Beispiel
1.2.10]) deshalb auch die Definition der GRS Codes iiber deren Kontrollmatrix, d.h.

fir 2<d <n <gq, awieoben, und v = (v1,...,0y,) € IF', T; # 0 setzt man

q )
61 62 - ﬁn
_ 1V QU -+ QpUp
H:= , , , € Mat(d—1 x n).
d—2— d—2— d—2—
o] U1 oy vy - ap Ty

Der Reed-Solomon Code zu d, o, U ist dann definiert als der Code, der H als Kon-
trollmatrix hat, d.h. GRSq(a,v) = {z € F}' | H-2' = 0}. Man beachte, daf
d hier der Minimalabstand und nicht etwa die Dimension ist. GRS;(a,?) ist ein
[n,n + 1 —d,d]-Code.

Wir werden im folgenden aber die Definition I11.2.2 benutzen.

Wir kommen nun zum
Beweis von Satz II1.2.1. Sei H = {oq, a9, ...,a5} eine Teilmenge von [F, mit paarweise
verschiedenen «;. Dann wahlen wir fiir o : = (a1, 2, ...,) und v : = (1,...,1) € th

C = GRS, 11(a, v),

1 1 - 1
al a2 .. ah
und G := .. ) € Mat((r+1) x h)
of ah - ah
als Erzeugermatrix von C. Fiir 2 < j < r + 1 ist dann C; = GRS;(a, v) und

Ci =span{(1,...,1)} (sieche Bemerkung iii)), insbesondere gilt d(C;) = h — j + 1 fiir
1<j<r+1.

Wir betrachten nun M (d.h. die Menge aller n x (r+1) Matrizen, deren j-te Spalte € W;
fir 1 <j <7+ 1) und nehmen uns ein beliebiges A € M heraus. Da nach Voraussetzung

Wsia = ... = Wy4q der [n, 1,n]-Wiederholungscode ist, hat A folgende Form:
w1l Wis4l Wis42 0 Wirl
A w1 v W2syl Wis42 ot Wird

Wnp1 ++ Wps4+1 Wis+2 - Wir4l
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Multipliziert mit G erhalten wir ein Element aus W ={A-G | A € M}:

Wil v WisHl Wis42 o Wiptl r 1 - 1
w21 v W2s41 Wis42 0 Wirl a1 @z - Op
Wpl *°° Wpstl Wisy2 0 Wirtl ay g ay
r+1 i—1 r+1 i—1
D ity Wi Qg c Dol Wi,
r+1 i—1 r+1 i—1
D i1 Wit O e D iy Wity
oi-1 i—1 i1
s+1 [ Wii - T Wi oy r+1 Wi - 0 Tt Wi Gy
= : + E : :
i—1 i—1 i—s+2 i1 i—1
7 Wni * al cee Wpg ot ah 1=s+ w1, - 1 cee W4t ah

Elemente aus W koénnen somit in folgender Form dargestellt werden:

i—1 i—1 i—1 i—1
s+1 wig (041 y ey Opy ) r+1 Qq oy

A-G= E + E wi; - . (3.1)
T\ @i ey ) S et o

Wir werden als néchstes (unter Benutzung der Bezeichnungen aus Kapitel II) die Ele-
mente des Codes ¢(U) der NX-Konstruktion betrachten und zeigen, daf§ diese sich in der-
selben Form wie in (3.1) darstellen lassen.

Wir gehen dabei von B := W; = ... = W4 aus. Da dies ein [n, k, d]-Code iiber IFy
ist, existieren nach Lemma I1.2.2 ein Funktionenkorper F/IF,, n paarweise verschiedene
rationale Stellen P, ...P, von F/IF, und ein k-dimensionaler [F-linearer Unterraum V von
F derart, daB Wy = ... = Wy1 = By (P1, ..., Pp) = {(f(P1), ..., f(Pn))" | f € V} ist. Wir be-
trachten nun ein belieblges u=737"_, v;y/ € U (wie in Kapitel IT, d.h. v; € V fiir 0 < j < s,
und v; € IFy fiir s +1 < j <r). Unter ¢ erhalten wir

() = (uB™))1<i<n, acnr-

Dies liegt in F;’h. Wir fassen daher ¢(u) als n x h-Matrix iiber IF, auf und schreiben

w(R™) o u(REM)
P(u) = : ; € Mat(n x h).
u(Rﬁ{"l)) . (Rgféh))

Unter Benutzung der Darstellung der w(R;") in (2.12) hat man dann
Z§:o vj(Pr)aq - Z§:0 vj(Pr)og,

Y(u) = : A : A
Yi—ovi(P)aq e 3o vi(Pa)oy,
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r [ viP)eq vi(Pr)eg,
=0\ vj(Po)ed v (Pn)os,
o [ v(P)al - v(Pr)ag, . vj(Pr)aq vj(Pr1)ay,
= z : + D : :
=0 vj(Pp)aq oo vi(Pa)og, = vj(Pp)aq oo vj(Pa)oy,
(P j—1 j—1 (P j—1 Jj—1
s+1 Ujfl( 1) (al yeeey O ) r+1 Ujfl( 1) (al y o0 O )
:Z E i—1 E i—1 ! Z : i—1 o1
=L\ visi(BPy) (e ad ) I=SH2\ w1 (By) (e a0
vj-1(F1)
e Fir1 <j<s+1ist : ein Element aus By (P, ..., P,) = Wj.
vj—1(Pn)
e Fiir s+2 < j <r+1lundl <[ < nist vj_1(F) = vj_1, da in diesem
vj-1(P1) vj-1
Fall vj_1 € IF,. Daher gilt, da8 : = : ein Codewort des
vj—1(Pn) vj-1
[n, 1, n]-Wiederholungscodes W ist.
Insgesamt haben wir
i—1 j—1 i—1 j—1
s+1 Ujfl(Pl) (a{ 7""041 ) r+1 0[{ e Oéib
Plu) =) : : + > v c
S\ va(Pa) (07 ag™h) ) I of o

was genau der Form aus (3.1) entspricht.

Korollar II1.2.3 In der Situation von Satz I11.2.1 sei s = 0. Dann hat W die Parameter
Lange(W) = hn, dim(W)=k+r, d(W)=min{dh, (h—r)n}.

Beweis. Wir miissen nur noch die Gleichheit fiir den Minimalabstand zeigen. Dazu geben
wir jeweils ein Element an, das vom Gewicht dh bzw. (h — r)n ist:
Als erstes wihlen wir ein Element wy = (w11, wa1, ..., wy1)t aus Wy vom Gewicht d. Wir
setzen
wyy 0 - 0

wey O --- 0
A= . . i €M C Mat(n xr+1).

Wpp 0 -+ 0
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Dann folgt

A-G= : : € Mat(n x h).
Wp1 -+ Wnl
Diese Matrix hat h Spalten vom Gewicht d. Damit gilt wt(A - G) = dh.

Als néchstes wihlen wir r verschiedene «;,, ...,a;,. € {a1,...,ap}, wobei 0.E. a;; = 0.
Wir betrachten nun fiir ¢t =1,...,h

T

r

[[(i—ai)) => vel (v €.
j=0

j=1

Wir wihlen
Yo Y1 o e

A= € Mat(n x r+1).

Yo YT o Y
Man beachte dabei, daBl v = 0 (wegen «;; = 0), und somit die erste Spalte von A als
Nullvektor ein Element aus Wi ist. Es folgt

Z;:o voq Z;:O Vo,
A-G= : :

Z;=0 voq Z§:o Vo,

[[mi(ar —ai) o TTioy(on — o)
— : : € Mat(n x h).
H§:1(0‘1 —oy;) e H§:1(ah — i)

Da H§:1(ai — a;;) genau dann Null ist, wenn o; = ; ist, hat A -G genau r Nullspalten
und h — r Spalten vom Gewicht n. Somit gilt wt(A - G) = (h —r)n.
O

I11.3 Numerische Resultate

Es folgen hier einige Beispiele der durch die OS-Konstruktion (bzw. durch die NX-
Konstruktion) erhéltlichen Codes. Man kann mit diesen viele optimale Codes (d.h. zu
gegebenen ¢, n, k existiert kein Code mit groferem Minimalabstand) konstruieren (vgl.

[9], [4])-

Beispiel 1. ¢ = 2, C sei [2, 2, 1]-Code (d.h. C = IFJ), und C; sei [2, 1, 2]-Code. Man
beachte, dal C; C C existiert. Denn wéhlt man z.B. fiir C' einen GRS Code, so bekommt
man sofort einen Untercode C mit den Parametern [2, 1, 2] (ndmlich C = span{(1, 1)};
siehe II1.2.2 Bemerkung iii)). Wi, Ws seien Codes mit Parametern den [20, 19, 2] bzw.
[20, 14, 4]. Der MDS-Code W ist der duale Code zu dem [20, 1, 20]-Code Wi (dabei
ist Wi+ =span{(1,...,1)*}). Um einen Code mit den Parametern von W5 zu erhalten,
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betrachten wir zuerst den [16, 15, 2]-Code A; (d.h. A = span{(1,...,1)!} C IF}9)
und den [16, 11, 4]-Code Ay, welcher der erweiterte Code des bindren Hamming-
Codes mit den Parametern [15, 11, 3] sei. Wendet man die Plotkin-Konstruktion (siehe
[3, 1.2.12]; auch als u | u + v-Konstruktion bezeichnet) an, so bekommt man einen Code
A:= Ay xAs = {(a1,a1 +az) | a1 € Ay, ag € Az} mit den Parametern [32, 26, 4]. Durch
Verkiirzen von A erhilt man schliellich einen [20, 14, 4]-Code Wh.

Der Code W hat somit die Parameter

Lange(W) = 2 - 20 = 40,
dim(W) = 19 + 14 = 33,

d(W) > 4.
Mit Korolloar II1.1.2 hat man zudem d(W) = 4, denn wt(c)) = 2 = d(C;) und
wt(c?) = 1 = d(C) (man beachte, daB8 ¢ = (a1, az) € F3, wobei a; # ag ). W hat
somit die Parameter [40, 33, 4] und ist nach [9] optimal.

Beispiel 2. ¢ = 3. Wir benutzen in diesem Beispiel Korollar II1.2.3. Sei W; ein
[9, 3, 6]-Code. Solch einen Code erhilt man z.B. durch Verkiirzen des erweiterten ternéren
Golay Code G2, der die Parameter [12, 6, 6] hat (siehe [1, Seite 490]). Desweiteren sei
h =3 und r =1 (d.h. C hat die Parameter [3, 2, 2]). Mit Korollar II1.2.3 folgt, da W
folgende Parameter besitzt:

Lange(W) =3-9 =27,

dim(W) =3+1 =4,

d(W) = min{6-3, 2- 9} = 18.
Nach [9] ist W optimal.

Beispiel 3. ¢ =5, C sei [3, 3, 1]-Code (also C = IF3 ), d(Cy) = 3, d(Cs) = 2, d(C3) = 1,
und Wy, Wy, W3 seien Codes mit den Parametern [12, 12, 1], bzw. [12, 11, 2], bzw.
[12, 9, 3]. D.h. W = F22 und Wi+ = span{(1,...,1)!} C [F42. Einen [12, 9, 3]-Code W3
erhélt man durch Verkiirzen des Hamming-Codes mit den Parametern [31, 28, 3]. W&hlt
man C = GRSs3(a,v), erhédlt man sofort Untercodes Cj, C2, C3 mit den angegebenen
Minimalabsténden (siehe I11.2.2 Bemerkung iii)). Der resultierende Code W hat dann die
Parameter [36, 32, > 3]. Da nach [9] aber kein Code dieser Lénge und Dimension mit
Minimalabstand > 3 existiert, mul W ein [36, 32, 3]-Code sein und ist optimal.



Anhang A

Sei ¢ € IN beliebig. Wir werden in diesem Anhang zeigen, daf ein Funktionenkorper F/IF,
mit beliebig grofler Anzahl rationaler Stellen existiert. Insbesondere existiert ein Funktio-
nenkorper mit n rationalen Stellen, wie wir es fiir den Beweis des Lemma I1.1.2 benétigt
haben. Wir geben dazu einfach ein Beispiel eines solchen Funktionenkorpers an. Anschlie-
Bend bestimmen wir zur Abrundung sein Geschlecht. Denn wie wir schon am Ende des ersten
Kapitels angedeutet haben, ist es fiir die Anwendung algebraischer Funktionenkorper auf
die Codierungstheorie von grofiem Interesse, das Geschlecht und die Anzahl der rationalen
Stellen zu kennen.

A.1 Beispiel eines Funktionenkorpers F),/IF;, mit beliebig vie-
len rationalen Stellen

Wir betrachten die Konstruktion

Fy = Fi(x2)
Fy:= Fq@l)
",
definiert durch
$g+1—$i+1—<$lq+l—$?>:0 firi=1,..,n—1, (a.1)

wobei z1 ein beliebiges iiber IF, transzendentes Element ist.

Um einen Funktionenkorpern mit beliebig vielen rationalen Stellen zu erhalten, miissen wir
nur den Turm entsprechend hoch bauen, denn es gilt

Satz A.1.1 Seien die Bezeichnungen wie oben. Dann besitzt der Funktionenkirper F,/IF,
genau q" + 1 rationale Stellen.
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Beweis. Im ersten Schritt des Beweises zeigen wir zuerst
[Fit1: F]=q furi=1,..,n—1 (a.2)

(d.h. die Polynome

oi(T): =T —T — (" —2?) e B[T] , (i=1,...,n—1) (a.3)

sind irreduzibel in F;). Aulerdem betrachten wir die rationale Stelle P .= Py € IPr,
und Fortsetzungen davon auf F;. Diese Fortsetzungen von P, bezeichnen wir jeweils mit
PO ¢ IPr,. Gleichzeitig mit Behauptung (a.2) zeigen wir im ersten Schritt zudem, dafl

P | PO yoll verzweigt (a.4)
ist und 4
UP(HU(a}H_l) = —(q—i—l)l firi=1,...,n—1. (a.5)
Dies beweisen wir induktiv.
j=1. Esgilt
(a.1)
Vp(2) (wg — Z2) = Up(2)(x({+l - w%)
= e(P? | Poo) - vp, (@] — af)
= (PP | P) - (—(g+1)) < 0. (a.6)

Andererseits hat man mit der scharfen Dreiecksungleichung

Vp) (2§ — z2) = min{q - vp) (12), Vpe (£2)}-

Da nach (a.6) vpe (24 —x2) < 0, ist auch vpe) (x2) < 0. Also ist ¢ vpe) (22) das Minimum.
Es gilt damit

Upe) (T — 12) = ¢ vpe) (22) = e(PP) | Px) - (—(g + 1)). (a.7)

Betrachtet man die letzte Gleichung, so weifl man, da ¢ und (g + 1) teilerfremd sind, dafl ¢
ein Teiler von e(P® | Py) sein muB. Insbesondere gilt somit ¢ < e(P®?) | Py).
Nun wissen wir, daB mit der Summenformel aus Satz 1.2.16 Y e;fi = [F2 : Fi]
ist. Da nun [Fy : Fi] < deg(¢1(T)) = q und e(P® | P) eines der e; ist, gilt
e(P? | Py) < [Fy: Fy] <q.
Es folgt ¢ < e(P® | Py) < [Fy: F1] < ¢, und wir haben schlieBlich

[Fy: 1] =q
und

e(P? | Py) =q. (a.8)

Setzt man (a.8) in (a.7) ein, so bekommt man

vpe (22) = —(¢+ 1)

j—j+1,1<j<n-—1: Analog zu oben gilt

1
”P(j+1>($g‘+1 — Tjt1) = UpGi+) (x?* - %2)
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= (P | PO)) 0 (@8 — 22)

X e(pUt) | PGWY . (g + 1) (—(q+ 1)) < 0.

Mit der scharfen Dreiecksungleichung gilt

UpG+n (T 11 — Tj41) = min{q - vpg+1) (Tj41), VpG+n (T11)}-

Wie oben hat man wegen des Vorzeichens
vpGn (1) = 241) = ¢ vpean (w41) = e(PYTY | PD) - (—(g+1)7). (a.9)

Betrachtet man die letzte Gleichung, so weil man, da ggt(q, (¢ +1)7) = 1, daB g ein Teiler
von e(PU*D | PU)) sein muB. Insbesondere gilt somit ¢ < e(PU+D | PU)),

Uber  die  Summenformel aus Satz 1.2.16 erhalten wir wie oben
e(PUTD | PU) < [Fipy: Fj] < q.

Es folgt g < e(PUHY) | PO)) < [Fj41 : Fj] < g. Wir haben schlieBlich

[Fj1: Fj]l=q

und
e(PUTY | POy = ¢. (a.10)

Setzt man (a.10) in (a.9) ein, so bekommt man

vpGn (Tj1) = —(q + 1),

Damit haben wir den ersten Schritt bewiesen. Man beachte, dafl insbesondere
pltl) ¢ IPp, , (fir i = 0,...,n — 1) eine rationale Stelle ist, denn wegen der Summen-
formel Y eif; = [Fir1 : Fi] = ¢ und wegen e(PUF1) | PO)) = ¢ folgt f(PO+D | PO) = 1.
Damit gilt Opqs1)/PUHY = Opy /P = ... = Op,_ /Py = IF,.

Im zweiten Schritt werden wir zeigen, daB bis auf P alle rationalen Stellen von Fj
voll zerlegt sind in F;4; und dal deren Fortsetzungen ebenfalls rational sind. Wir wissen
bereits, dal F; neben P, noch genau ¢ weitere rationale Stellen besitzt. Sind diese ¢ Stel-
len voll zerlegt in F» und die Fortsetzungen rational, dann besitzt F» mindestens ¢% + 1
rationale Stellen. Dies sind bereits alle rationalen Stellen von Fy, denn ist P’ € IPp, eine
beliebige rationale Stelle, dann existiert eine Stelle P € IPp, derart, da P’ | P (ndmlich
P =P'NF). Esgilt F, C Op/P C Op/ /P’ = IF,. Also ist P’ Fortsetzung einer rationalen
Stelle von Fy, und P’ wurde bereits mitgezihlt. Verfihrt man so weiter, erhiilt man fiir 3
genau ¢> + 1 rationale Stellen, und schlielich fiir F;, genau ¢" + 1 rationale Stellen.

Wir beweisen den zweiten Schritt ebenfalls induktiv:
Jj =1 Wir betrachten fiir ein beliebiges o € IF; die Stelle P, : = P, o und das Polynom

o1(T) =T9 —T — (291" — 22) ¢ I[T).

Es gilt dann
vp, (@17 = a?) = vp, (21 - [] (21— B))

BEF,
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0+1 fir a#0
ZUPQ($1)+ZUPQ($1_5):{1+1 fiir ai0}>0'
BelFy

Insbesondere ist (247! — 22) € P,, und damit o1 (T') € Op,[T].
Betrachten wir nun ¢;(7) als Polynom in F', : = Op, /P,, so erhalten wir

7)) =17-T= [ (T - p) € Fa[T].
BelFy

Nach dem Satz von Kummer (siche Satz I1.2.2 in Kapitel II) folgt: Fiir jedes v € IF,
existiert genau eine Stelle ng) von Fh mit R&y) | Py und (zg — ) € R((]). Zusitzlich gilt
f( & | Py) =1 (d.h. Ry st rational). Jedes der ¢ verschiedenen P, hat also genau ¢
rationale Fortsetzungen R,(]), fiir die (x9 — ) € R,(]) gilt. Das sind zusammen ¢? rationale

Stellen von Fy. Mit P? sind es insgesamt ¢ + 1 rationale Stellen.

J—Jj+1,1<j<n-—1. Wir betrachten P € IPp, P # PU) eine rationale Stelle
von Fj (davon gibt es nach 1.V. ¢/ verschiedene) und

0i(T) =TT — (xj.“ — %) € Fy[T).

Dann gilt
vp(ef™ —a?) = vp(a; - ] (25— 8))
BeF,
= Up(mj) + Z ’Up(.%'j — ﬁ) (a.ll)

BeF,

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein ' € IF, derart, da (z; — 3') € P (d.h.
vp(z; — ') > 0). Uber die Dreiecksungleichung

vp(zj — (') > min{vp(z;),vp(6')}
——— ——
>0 >0

folgt somit wegen des Vorzeichens, da8 vp(x;) > 0 ist. Fiir 5’ # § € IF,, gilt daher

vp(x; — B) = min{vp(z;), vp(B)} = 0.
>0 >0

Damit sind in (a.11) alle Summanden > 0 und mindestens ein Summand > 0. Wir haben
somit ’Up($?+1 —:r:?) > 0. Betrachten wir nun ¢;(7") als Polynom in F : = Op/P, so erhalten
wir
%;(T)=T"—-T = [[ (T-B) € FT].
BeF,

Mit dem Satz von Kummer folgt: Fiir jedes v € IF, existiert genau eine Stelle RO von Fiq
mit R | P und (241 — ) € R, Zusitzlich gilt f(RO) | P) =1 (d.h. RO ist rational).
Das sind zusammen ¢/*! rationale Stellen von Fj; 1. Mit PUTY sind es insgesamt ¢/ 4 1
rationale Stellen.

O
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A.2 Das Geschlecht von F,/IF,

Wir benutzen wieder die Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt und bestimmen hier das
Geschlecht von F,, (n > 2; das Geschlecht von F} ist bekanntermaflen Null).

Satz A.2.1 F,/IF, (n > 2) hat das Geschlecht

n—1

g(Fyn) = q%l . Z[(q + 1)k —1]- qnfl—k‘
k=1

Den Beweis werden wir hauptséichlich mittels [2, IT1.7.10. Propositon] fithren. Deshalb geben
wir diesen Satz, der eine Verallgemeinerung des Satzes iiber Artin-Schreier-Erweiterungen
ist, hier zuerst an (ohne Beweis):

Satz A.2.2 Sei F/K ein algebraischer Funktionenkdrper mit Konstantenkirper K der
Charakteristik char(K) = p, und a(T) € KI[T] ein additiv separables Polynom vom Grad
p", dessen Nullstellen alle in K liegen. Sei uw € F. Existiert fir jedes P € IPp ein z € F
(abhingig von P) derart, daf

vp(u—a(z)) >0 (a.12)

oder
vp(u—a(z)) =—m mit m >0 wund m#%0modp, (a.13)
dann definiert man my, : = —1 fir den Fall (a.12) und mp : = m fir den Fall (a.13). my, ist

wohldefiniert. Sei F' = F(y) eine Kiorpererweiterung von F, wobei y die Gleichung
a(y) =0
erfillt. Falls mindestens eine Stelle @ € IPr mit mg > 0 existiert, dann gilt:

(i) F'/F ist galoisch, [F' : F] = p", und die Galoisgruppe von F'/F ist isomorph zu der
additiven Gruppe {a € K | a(a)) = 0} und somit isomorph zu (Z |pZ)".

(i) K ist algebraisch abgeschlossen in F’.
(iii) Jedes P € IPp mit mp = —1 ist unverzweigt in F'/F.

(iv) Jedes P € IPr mit mp > 0 ist voll verzweigt in F'/F, und der Differentenexponent
d(P' | P) (Def. siehe [2, S.82]) der Fortsetzung P’ von P in F' ist

d(P'| P)= (p" — 1)(mp + 1).
(v) Sei g (bzw. g) das Geschlecht von F' (bzw. F). Dann gilt

Y2

pt—1

g=r"9+ —2+ Y (mp+1)-degP |. (a.14)

PelPr
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Bemerkungen.

o Fiir 1 < j < n gilt fiir eine Stelle P € P, P # PY):

vp(x?H — 3:]2) > 0.

Denn: j=1: Sei P € IPp,, P # Py. x‘fﬂ — 22 ist ein Polynom in IFy[z] C Op.
Daraus folgt sofort

vp(affJrl —22) > 0.

j—Jj+1,1<j<n—1: Sei nun P’ € Py, P' # PU) Fortsetzung einer Stelle
P € IPp;,_, in Fj. Dann gilt einerseits

vpr(af™ — 2%) = vpi (2 - (2 —)))

x4

q+1 2
(@521 =25

— vpr () + opr(atH] — a?)

= vp/(xj) +e(P' | P)-vp(aiT] — 22 ).

Nach Induktionsvoraussetzung ist v p(x?ﬂ — a;?_l) > 0, und da der Verzweigungsgrad
2

stets > 0 ist, gilt a : = e(P' | P) ~vp(x§ﬂ — x5 4)>0.
Andererseits gilt mit der scharfen Dreiecksungleichung (o.E. vpr(x;) # 0; sonst sind
wir hier bereits fertig)

opr (@ — 22) = min{ (g + 1) - vp(27),2 - vpr ()}
Angenommen, es gelte vpr(x;) < 0. Dann folgt

vpr (@17 = 2%) = vpr(2)) + o = (g + 1) - vpr ().

Somit ist
a=q-vp(xj) <O0.

Dies wire aber ein Widerspruch zu a > 0. Also gilt vps (x]) > 0, und somit auch

'Up/(l’?Jrl — x?) > 0.

e Fiir PU) ¢ IPg; (d.h. fiir die Fortsetzung von P, in F}) wissen wir aus dem letzten
Abschnitt (siehe (a.5))

vpo (@17 = 23) = (g +1) vpu (x;) = —(q+ 1)
——
=—(q+1)771
Man beachte dabei, dal (¢ + 1) > 0 und ggt((¢ + 1)7,p) = 1 (insbes.

(¢ +1)7 = 0mod p).
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Fir p" =q, K = IFy, F3/IFy (1 = 1,..,n = 1), a(T) : =T =T = [[ e s (T — B) € Iy[T]
und u = xf“ — xf sind damit die Voraussetzungen von Satz A.2.2 erfiillt. Fiir jede Stelle

P € IPp, gilt mit z = 0 entweder (a.12) oder (a.13). Man bekommt
mp=—1 fir P+ PY

und '
mpu = (g+1)" > 0. (a.15)

Wir kommen schliellich zum Beweis von Satz A.2.1. Wir gehen dabei wieder induktiv vor.
j =2: Aus der Bemerkung von oben wissen wir, dal P = P die einzige Stelle aus P,
ist, fiir die mp 4+ 1 # 0. Da bekanntlich g(F;) = 0, folgt nun mit den Formeln (a.14) und
(a.15)

-1 1
9(F) =0+ —(2+ @+ +1) =T q.
Auf der anderen Seite ist
g—1 = g—1 qg—1
5 [(g+1)F=1]- ¢ F = T-([((J+1)1 —1]-¢") = e
k=1

j—j+1,2<j<n-—1: FiralleStellen P’ € P, P' # PU) ist mp, = —1. P = PU) ist
damit die einzige Stelle von Fj, fiir welche mp + 1 # 0 ist. Mit den Formeln (a.14), (a.15)
und der Induktionsvoraussetzung gilt

a.14 —1
9(Fy) = g g(F) + T [ =24 3 (mp+1)-deg P
PGPFJ-
IV(a15) q—1 i g—1
=g Slg+1)F=1]-¢ M) + 5 (=24 (g + 1) +1)
k=1
g—1 (&
ER (Z[<q+ DF 1))+ (g + 1) 1))
k=1
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Anhang B

Das Hutproblem und Hamming-Codes

In diesem Abschnitt behandeln wir das Hutproblem, iiber welches auch die Wochenzeitung
Die Zeit im Mai 2001 ([11]) berichtete. Es geht dabei um ein Spiel, bei dem n Leute
jeweils entweder einen roten oder einen blauen Hut auf dem Kopf tragen und versuchen
miissen, die Farbe des Hutes auf ihrem eigenen Kopf richtig zu tippen. Dabei wird vorher
die Hutfarbe fiir jeden Spieler einzeln ausgelost (mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils %)
Jeder Spieler kennt nur die Farben der anderen, darf sich aber nicht mit ihnen absprechen.
Alle n Spieler geben gleichzeitig entweder einen Tip ab oder passen, und das Spiel ist
gewonnen, wenn mindestens ein Spieler richtig, und keiner falsch getippt hat. Das Problem
lautet: Auf welche Strategie sollen sich die Spieler vor dem Auslosen der Farben einigen,
um ihre Gewinnchancen zu maximieren?

Wir betrachten hier den Spezialfall n = 2" — 1 (r € IN) und zeigen, dafl man mit Hilfe der
Hamming-Codes eine erstaunliche Gewinnwahrscheinlichkeit erreichen kann, die sehr viel

1

grofer ist als die auf den ersten Blick vermutete Gewinnchance von 3.

B.1 Fiir drei Spieler

Im Fall n = 3 kann man - auch ohne Hamming-Codes - leicht eine gute Strategie durch
blofles Abzihlen entwickeln. Betrachtet man alle acht moéglichen Hutverteilungen, so sieht
man, dafl in 6 der 8 Fille die Verteilung zwei zu eins ist (d.h. zwei Spieler haben Hiite
derselben Farbe auf, wéhrend der dritte einen Hut der anderen Farbe auf dem Kopf trégt).
Finigen sich die Spieler vorher darauf, zu passen, wenn sie zwei verschiedene Farben auf
den Kopfen ihrer Mitspieler sehen, und auf rot zu tippen, wenn die Mitspieler beide blaue
Hiite tragen (bzw. auf blau zu tippen, wenn die Mitspieler rote Hiite tragen), dann haben
sie eine Gewinnchance von g = %. Die Spieler tippen nur dann falsch, wenn alle Spieler

Hiite derselben Farbe tragen. In diesem Fall geben alle Spieler einen falschen Tip ab.

B.2 Fiir n =2" — 1 Spieler

Im Falln =2"—1 (r € IN, r > 3) ist das Problem nicht mehr ohne weiteres durch Abzéhlen
zu losen.

Satz B.2.1 Sei die Anzahl der Spieler n = 2" — 1 (r € IN). Dann ist die Gewinnwahr-
scheinlichkeit des Hutproblems > .

45
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Beweis. Wir benotigen

Definition B.2.2 (Hamming-Code). Sei r > 2. Auf [F;\{0} definieren wir eine Aqui-
valenzrelation

(@1,...;ar) ~ (b1, ....,by) & ex. A€ Fymit b =X-q; firi=1,..,r
Die zugehorigen Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit (aj : as : ... : a,). Dann heifit
P t:={(a1:a:...:a,) | a; € IF,, nicht alle a; = 0}

der (r — 1)-dimensionale projektive Raum iiber IF. Elementet von IP"~! heifien Punkte.
Fiir jeden Punkt P; € IP"~! wihlen wir einen Représentanten hf = (a14y...,ari) € Fg und
setzen

H: .= (h17 ceey hn)

(wobei n : = #IP"~!; man beachte, daf die Reihenfolge der Spalten nicht eindeutig ist).
Der Code C' < I mit der Kontrollmatrix H heilit Hamming — C'ode, d.h.

C={uelF]|H- u =0}
Der Hamming-Code ist ein [n, k, d]-Code mit

.
-1

n:q , k=n-—r, d=3.
qg—1

Zudem ist dieser per fekt, d.h. es gilt
Fy =|-) Bi(o)

ceC

(dabei ist Bj(c) die Kugel vom Radius 1 = L%J um das Element ¢ € C).

Wir betrachten fiir das Hutproblem den Fall ¢ = 2. Wir setzen etwa 1 fiir rot und 0 fiir
blau. Der Hamming-Code hat im Fall ¢ = 2 die Parameter

n=2"—1, k=n-—r, d=3.

Die Matrix H enthélt als Spalten alle Vektoren aus IFj\{0}, denn zwei Vektoren sind
im Fall ¢ = 2 nur dann #quivalent, wenn sie gleich sind.
Es folgt nun die Strategie, mit der die n = 2" — 1 Spieler eine Gewinnwahrscheinlichkeit

von > nL_H = 2;—71 erreichen. Jeder Spieler geht dabei wie folgt vor:

Firi=1,...,n sieht Spieler i die Hutverteilung
ay
ai—1

a:= * e Fy
Ait1

Qn
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(x steht dabei fiir die Farbe seines eigenen Hutes, den er nicht sehen kann). Spieler i setzt
nun fir * einmal 1 und einmal 0, etwa

ay ay
ai—1 ai—1
aW.=| 1 e Fy und a®:=1 o |eFy,
Ai+1 Qi+1
Qnp, Gnp
und berechnet dann H-a® und H-al,

Ist
H-aM =0 A H-a<0>7£0
(bzw. H-aM#£0 A H-a©=0),
so tippt Spieler i x =0 (bzw. * = 1), andernfalls pafst er.

Um zu zeigen, dafl man mit dieser Methode eine Gewinnwahrscheinlichkeit von
> nLH hat, mufl man nur beweisen, dafl bei allen Hutverteilungen b ¢ C' mindestens ein
Spieler richtig tippt, und die anderen keine falschen Tips abgeben. Denn es gilt

n 2 -1 20— {Fp—4C  4(F5\C)

n+l 2 27 4Py §IFy
b1
by -
Sei also b : = ) ¢ C. Da der Hamming-Code perfekt ist, existiert ein b € C' derart,
bn
daB b e Bl(g). Somit unterscheidet sich b von b nur in einer Komponente. Sei etwa
b1

(d.h. b und b unterscheiden sich nur in der j-ten Komponente).
Spieler j sieht die Hutverteilung

by

b:= * € IFy.




48 A Anhang

Er setzt nun * = 1 (bzw. * = 0) und berechnet H - b1 (bzw. H - (). Offensichtlich gilt
hier entweder

b=bD  und  h=50

oder

b=00  wund  b=0bW,

Dab¢ Cundbe C, folgt H-b) =0A H-bO £0 (baw. H-bM £0A H-bO = 0).
Spieler j gibt somit einen Tip ab. Und zwar tippt er x = (I € {1, 2}) so, daB H - b() £ 0.
Dies kann nur fiir b = b sein, da die andere Moglichkeit b aus C' ist. Somit tippt Spieler j
die Farbe seines Hutes richtig.

Wir miissen nun noch zeigen, dafl die anderen Spieler nicht falsch tippen. Wir betrachten
fiir i € {1,...,n}\{j} den Spieler i. Dieser sieht die Hutverteilung

by

b:= * € IFy

und setzt jeweils einmal * = 1 und einmal * = 0. Von b unterscheiden sich b und b(©
jetzt mindestens in einer, aber hochstens in zwei Komponenten - nédmlich neben der j-ten
hochstens noch in der i-ten Komponente. Da aber der Minimalabstand von C' gleich 3 ist,
ist weder 5(®) noch b ein Codewort aus C. Daher ist H - b} #0und H - b© # 0. Somit
paflt Spieler q.

O

Bemerkung 1. Ist die Hutverteilung gerade so, dafl diese einem Codewort aus C
entspricht, dann tippen mit der oben angegebenen Methode alle Spieler falsch. Denn jeder
Spieler erhélt je einen Vektor aus C' und einen Vektor, der nicht aus C ist, wenn er fiir x
jeweils 1 und 0 einsetzt. Multipliziert er diese Vektoren mit der Matrix H, dann ist das
Ergebnis einmal = 0 und einmal # 0. Nach der obigen Methode wiirde nun jeder Spieler
einen Tip abgeben. Dabei tippt er * so, dafl die beobachtete Hutverteilung zusammen
mit * kein Codewort aus C' ist. Jeder Spieler wiirde also falsch tippen. Damit ist die
Gewinnwahrscheinlichkeit mit der oben angegebenen Methode genau gleich 7.
Bemerkung 2. Die Spielstrategie aus Abschnitt B.1 entspricht genau der obigen Methode
fir 3 = 22 — 1 Spieler.
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